CHAPITRE V : KPAISSEURS

Nous ntavons jusqu'ici donn€ aucun moyen pour vérifier qu'une
précapacitd (qui n'est pas une capacité) est un calibre. Nous
avons cependant cité l'exemple de la fonction J qui vaut O sur
les ensembles (au plus) dénombrables et 1 sur les autres. Cette
précapacité J est intimement 1iée 3 la capacité I qui vaut O sur
ltensemble vide et 1 sur les autres de la maniére suivante

on a J(A) = 1 si et seulement si A contient les é1éments d'une
famille non dénombrable (Ki) de compacts disjoints tels que

I(Ki) = 1 pour tout i. Au paragraphe 2, nous allons généraliser
cette situation en définissant l'ébaisseur J engendrée par une
capacitd I : en gros, un ensemble A aura une épaisseur J(A)>1;

si A contient les é1éments d'une famille non dénombrable (Ki) de
compacts disjoints tels que I(Ki)>1;pour tout i. Et nous montre-
rons que l'épaisseur J est une précapacitd et un calibre.

Nous étudierons au paragraphe 3 les ensembles d'épaisseur nulle,
dont les ensembles semi-polaires en théorie du potentiel et les
ensembles 0-finis en théorie des mesures de Hausdorff sont des
exemples. Le paragraphe 4 contient des compléments dans le cas
abstrait, et le paragraphe 1 est consacré & un théoréme technique
fondamental, que nous i1llustrerons en dtudiant 1'exemple le plus

simple d'épaisseur cite au début.
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1.- PRECAPACITES DICHOTOMIQUES

1 DEFINITION.- Soit J une_prébapacité sur E. On dit que J est

dichotomique si elle satisfait la condition suivante

pour toute partie analytique A de E et tout teﬂﬁ_tel que J(A)>1@

1l existe deux compacts disjoints KO et Kl tels que l'on ait

J(AﬂKi)>t pour i = 0,1.

2 EXEMPLES.- 1) la précapacité J qui vaut O sur les ensembles
dénombrables et 1 sur les autres est dichotomique. En effet, si A

nlest pas dénombrable, on peut prendre pour KO et K, deux voisinages

1
compacts disjoints de deux points de condensation distincts de A
(ef le n.4 du chapitre IIT)

2) on peut montrer que la capacité newtonienne est dichotomique

(ecf CHOQUET [ 1).

Nous allons €noncer maintenant le théoréme technique fondamental.

Mais nous aurons besoin pour cela des notations suivantes.

3 Nous désignerons par D 1l'ensemble des "mots dyadiques" finis
engendrés par O et 1, par Dn celui des mots de longueur n.
Si m appartient a D, nous noterons mo (resp ml) le mot obtenu
en ajoutant O (resp 1) 8 l'extremitd droite de m. L'ensemble
D, = {O,lT]N des mots dyadiques infinis sera muni de la topologie
métrisable compact produit. Enfin, si u appartient & D ou & D_,
nous désignerons par W, le mot de longueur n constitué par les

n premiers termes de M (supposé de longueur;;n s'il est fini).
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4 THEOREME. - Soit J une précapacite dichotomique sur E. Pour toute

partie analytique A d'un produit ExF et tout te R tel que J[r(A)YI>t

(gﬁ 7 désigne la projection sur E), il existe une application

continue u -~ Kp de D dans g(ExF) satisfaisant les conditions

a) les compacts W(Ku) sont disjoints dans E

b) la réunion des KU est un compact K inclus dans A

c) pour tout ueDw, on a J[wUJH)t;pour tout ouvert U contenant Kp

DEMONSTRATION.— Rappelons que tout ensemble analytique est la projec-
tion d'un borélien &ldmentaire, i.e. d'un ensemble K ;- Comme pour

le théordme de Sion, nous pouvons nous ramener au cas ol & est 505-
Cela rdsulte aisément des faits suivant : la projection d'un ouvert
est un ouvert; une projection "commute" avec les réunions quelcon-
ques; la restriction d'une projection aux parties compactes est
continue pour la topologie de Hausdorff. Soit donc, pour chaque
entier p, (Lg) une suite croissante de compacts, de réunion Lp,

telle que A = SLP. Notons d'abord que, si B est K, dans ExF et

L(B)

contenus dans B, ayant leurs projections sur E disjointes, tels

si J[r(ANB)]> t, alors il existe deux compacts AO(B) et A

que l'on ait J[W(AﬂAi(B))]>t:pour i= 0,1 : en effet, B é&tant
la rfunion dlune suite croissante de compacts (Bn), il existe un

entier k tel que J[W(Aan)]>'t, et, si KO et K, sont deux compacts

1
disjoints de E tels que J[Tr(AﬂBk)ﬂKi]>t pour i = 0,1 (cf le n.l),

i1 suffit de poser Ai(B) = Bkﬂ(KixF) pour i = 0,1. Nous allons
définir maintenant, par récurrence, une application m - Km de D

dans K(ExF). Posons

Ko = 8o(L1) K, = AL (L)

0 1 1

ce qui est possible, puisque Ll est K et contient A, et, d'une
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= / /. . . . .
maniere generale, si m est de longueur n, et si Km est défini,

_ n+l
Koo = OolE N

ce qui est possible, puisque KmﬂLn+

_ 1
Kq = 49 [K N7

1 est 50, que Ln+l contient A
et que J[W(AﬂKm)]:>t par construction. Notre application u - Ku

de D dans K(ExF) sera alors définie par K, = gKh . Vérifions

que cette application a bien les propriétés requisgs. Dtabord,

i m et m' sont deux mots finis distincts de méme longueur, les
compacts Km et Km‘ ont leurs projections sur E disjointes, et donc
les compacts W(Ku) sont disjoints. Ensuite, on a, par distributivité,
K = Hglen== gm%DnKm car les K , pour meD_, sont disjoints, et,
l'ensemble Dn étant fini pour tout n, K est compact. D'autre part,
comme Kun est inclus dans L pour tout p et tout n, Kp est inclus
dans A pour tout 4 : le compact K est donc contenu dans A. Enfin,

Ku est l'intersection de la suite décroissante des compacts Ku
si U est un ouvert de ExF contenant KM’ U contient Kun pour n gssez
grand, et donc on a J[m(U)]>t. Il ne reste plus & vérifier que
1ltapplication 4 - Ku est continue. Soit ueDoo et solent Ui des
ouverts de ExF pour i = 0,1,...,k tels que 1l'on ait Kp c UO et
KﬁnUi # ¢ pour i = 1,...,k. Il existe alors des ouverts Vi tels

que 1l'on ait VfZUi et KuﬂVvi 4 ¢ pour 1 = 1,...,k. Et si1 n est un
entier tel que K“n soit contenu dans Uy, et si W' appartient a
1'ensemble ouvert {\)eD°o PV, = un), on a Kp,CUO et Ku,ﬂvi £ @

pour i = 1,...,k. La continuitd de u - K, est alors claire.

En fait, 1'énonc€ du théordme est un peu redondant : la continuite
de 4 > Ku suffit pour assurer que K = UKp est compact. En effet,

le graphe {(u,L)eD _xK(ExF) : L = KH} de cette application est

compact, et on a, en symboles logiques,

(x,y)eK &> W 3L (x,y)el et L =K,
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REMARQUES.- 1) Le théoréme se renforce de lui-mBme de la manidre
suivante. Soit (4,v) > W*Vv 1l'application continue de D _xD  dans D
définie de la maniére suivante : le (2n-1)-iéme (resp 2n-idme)

terme de la suite H*V est &gal au n-ildme terme de la suite p (resp v).
Pour v fixd, ltapplication partielle pu - Kp*v satisfait les condi-

tions de 1'énoncé, et le compact K est alors la réunion des compacts

4 projections disjointes Lv = H EJ*V , chacun des compacts Lv &tant
lui-méme la réunion des compacts & projections disjointes Ku*v‘

2) Bien entendu, l'application m - Km construite dans la démon-
stration peut s’interpréter comme un schéma de Souslin particulier.
Et, un schéma de Souslin s - KS sur les compacts de E définit
aussi une application continue o > K/ =sga-Ks de L dans g(E).

La méthode de définition d'ensembles analytiques & 1l'aide de
fonctions "semi-continues" de L dans l'ensemble des compacts d'un

espace topologique sépard, introduite par ROGERS [ 1, stest

e .
révélde fructueuse dans le cadre topologique "général".

Dans la situation prédsente, comme dans celle du théoréme de Sion,
on ne peut en général rien dire de la valeur des J[W(Kp)] et

de J[m(K)]. Cependant, supposons que la précapacité J soit majorde
par une capacité I : alors, d'aprés c), on a I[W(Ku)]zj;pour

tout 4, et ainsi W(K) est la réunion d'une famille non dénombrable
de compacts disjoints de capacitéé;t. C'est un des arguments que
nous utiliserons au paragraphe sulvant pour démontrer gu'une
ébaisseur est un calibre. Bornons nous ici & &tudier 1la plus

N / .
simple des epaisseurs
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THEOREME. - La fonction J qui vaut O sur les parties dénombrables

de E et 1 sur les autres est un calibre.

DEMONSTRATION. - Nous avons déjg vérifier au n.12-3) du chapitre IV
que la restriction de J & g(E) est une fonction analytique. I1 nous
reste & montrer que si A est analytique dans un produit ExF, et

si 7(A) n'est pas dénombrable, alors A contient un compact K tel
que 7(K) ne solt pas dénombrable. Mais, J est une précapacité
dichotomique (cf le n.2-1)), et majore la capacité I qui vaut O

sur l'ensemble vide et 1 sur les autres. Appliguons le théordme 4

chaque Kp est non vide, et donc le compact m(K) est non dénombrable.

. . ’ - .
Nous allons obtenir comme corollaire deux théoremes "classiques"

THEOREME (de Souslin).- Tout ensemble analytigue non-dénombrable

contient un compact non-dénombrable, et a la puissance du continu.

DEMONSTRATION. - La premidre partie est une conséquence immediate
du théoréme précédent, et la seconde, du fait connu depuis Cantor
que tout parfait non vide a la puissance du continu. Mais, plus
immédiatement, elle résulte tout simplement du fait que D_ a

la pulssance du continu.

THéORﬁME {de Mazurkiewicz-Sierpinski}.- Soit A une partie analytique

d'un produit ExF. L'ensemble des yeF tels que la coupe A(y) ne soit

pas dénombrable dans E est analytique dans F.

DEMONSTRATION. - On étend le calibre J en un calibre de ExF dans F
(¢f le n.11 du chapitre IV) et on applique le théoréme 9 du méme

chapitre IV.



- 71 -

2.~ EPATSSEURS

Dans toute la suite de ce chapitre, nous désignerons par I une
capacité sur E, et nous supposerons que I satisfait les trois
conditions suilvantes

1) I(#) = 0

ii) si I(A) = O et I(B) = O, alors I(AUB) = O

iii) pour toute partie B de E, I(B) = inf I(A), A5B, A analytique

La condition 1) sert & éviter des trivialitds. La condition iii)
est anodine lorsqu'on ne s'intéresse qu'aux ensembles analytiques
toute "capacité" definie seulement sur les parties analytiques
peut €tre prolongce en une vraie capacité par le procéde de iii).
Enfin, la condition ii) est vérifide par la plupart des capacités
usuelles; elle assure, avec la condition b) du n.l du chapitre 1T,

gue la classe des ensembles de capacité nulle est stable pour (ua).

Nous donnerons & la fin de ce paragraphe quelques exemples de
capacitds auxquelles il est intéressant d'appliquer les résultats

de ce chapitre.

DEFINITION. - On appelle épaisseur la fonction J sur {(E) définie

de la maniére suivante

a) si A est analytique dans E, J(A) est la borne sup€rieure des t 20

tels que A contienne les éléments d'une famille non dénombrable

d'ensembles analytiques disjoints de capacite')t.

b) si B est quelconque, J(B) = inf J(A), AD B, A analytigue.

REMARQUE IMPORTANTE.- Comme tout ensemble analytique est I-capaci-
table, on peut remplacer "analytiques disjoints" par "compacts

disjoints" dans a).
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THEOREME. - L'dpaisseur J est une précapacite dichotomigue.

DEMONSTRATION. - La fonction J est évidemment croissante. Pour
vérifier que J est une précapacite, nous devons mentrer que,

si (An) est une suite croissante de réunion A, alors J(A) = sup J(An)
On peut supposer J(A)> 0, et aussi que les An et A sont analytiques.

Pour t£ J(A), soit (H%) une famille non dénombrable d'ensembles

Nel

analytiques disjoints telle que H, soit de capacité >t et contenu

A
dans A pour tout AelL. Comme I est une précapacité, il existe

une application A » n(A\) de L dans N telle que I(An(x)rlH%)>1:
pour tout N. L'ensemble L n'étant pas dénombrable, il existe alors
un entier n tel que ltensemble {AeL : I(AnﬂH%)>'t} ne soit pas
dénombrable, et on a alors J(A))>t. Dol J(A) = sup J(A,).
Vérifions maintenant que la précapacitd J est dichotomique.

Nous devons montrer que, si A est analytique et si J(A)>1t, il
existe deux compacts disjoints K, et K; tels que J(AnKi)>’t pour

i = 0,1. Soit encore (H une famille non dénombrable d'ensembles

%)%eL
disjoints, que nous supposerons lci compacts, telle que H% soit
de capacité)t;et contenu dans A pour tout t. La famille (Hk)
est un sous-ensemble non dénombrable de g(E). Soit Hy et Hy deux
points de condensation de (HA) dans K(E) appartenant & (H%)

HO et H1 sont disjoints, et on peut prendre pour KO et Kl deux

volsinages compacts disjoints de HO et Hl dans E.

THEOREME. -~ L!'épaisseur J est un calibre.

DEMONSTRATION. - Vérifions d'abord que si A est analytique dans
un produit ExF, alors J[m(A)] = sup J[7(K)], K& A, KeK(ExF).

Soit t L J[m(A)]. D'aprés le théordme 4, il existe une application
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continue pu -~ Ku de D dans K(ExF) telle que 1) les 'IT(KH) soient
disjoints 1ii) la réunion K des Ku est un compact contenu dans A
iii) on a J[m(U)]>t pour tout ouvert U contenant Ku, pour tout u.
On a ainsi I[W(Ku)];t pour tout u, et donc J[W(K)]; t.
Vérifions maintenant que la restriction de J & K(E) est une fonction
analytique. Toujours d'aprés le théoréme 4, le compact LeK(E) a
une e'paisseur J(L);t si et seulement s'il existe, pour tout rati-
onnel rLt, une application continue u - Kp de Doo dans g(E) telle
que les KH soient disjoints, de capacite'),r, et contenus dans L.
Ltapplication u ~» I%J étant continue, la famille (KH) est compacte
dans K(E) : c'est donc un ¢1ément de I__{[g(E)]. En symboles logiques,
on a

J(L)yt = ¥r&t }(Kﬁ)eg[g(E)] [VHeK (E) Hg(Ku) ou Hc 1]

et [VHeK(E) Hg‘(Ku) ou I(H)>r]

et [¥(H,H')eK(E)xK(E) Hﬁs’(Ku) ou H*g‘(Ku) ou H = H!
ou HNH' = Z]
Pour r rationnel £t fix€, le premier crochet définit un CPC(GU K) = Gy
le second également un CPC(GUK) = Gy (la restriction de la capa-
cité I & K(E) étant une fonction s.c.s.), et le troisilme définit
un CPC[CPC(__QTU GUEKU g)] = =G6' Et donc, pour t fixd, ltensemble

des LeK(E) tels que J(L))/ t est [P(g-é) = A. D'oU itanalyticite

]6
de la fonction J.

Nous sommes maintenant en mesure de géneéraliser les théorémes de

Souslin et de Mazurkiewicz-Sierpinski du paragraphe précédent.

COROLIAIRE. - Toute partie analytigue A de E est J-capacitable, 1.e.

J(A) = sup J(K), KSA, KeK(E)

En particulier, tout ensemble analytique d'édpaisseur >0 contient

un_compact d!'épaisseur >O0.
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REMARQUE. - Le raffinement du théoréme 4 (cf la remarque 1) du n.l4)
permet de conclure qu'un ensemble analytique A d'dpaisseur J(A)> 1t
contient un compact X égal & la rdunion d'une famille "continue

de compacts disjoints d'épaisseur Dt.

COROLLAIRE. - Soit A une partie analytique d'un produit ExF.

La fonction qui, & yeF, associe l'épaisseur de la coupe A(y)

est analytique sur F. En particulier, l'ensemble des yeF tels

que A(y) ait une épaisseurj)O est analytique dans F.

Voici maintenant quelques exemples de capacités gue nous retrouverons
plus loin. Ila compréhension de certains nécessite des connaissances

specialisdes.

EXEMPLES.- 1) Le premier a ét€ deja vu : I est la capacite qui
vaut O sur l'ensemble vide et 1 sur les autres. Chacun des autres

exemples contiendra celui-ci comme cas particulier.

2) Soit £ un ensenmble de mesures sur E compact pour la topologie
vague (rappelons que lg famille filtrante de mesures (%i) converge
vaguement vers la mesure A si (%i(f)) converge vers A(f) pour
toute fonction continue f sur E; cette topologie est ndtrisable,

et un ensemble vaguement ferme £ est compact si sup A1), Aef,

est fini ). Pour tout ensemble analytique A, posons I(A) = sup A(A)
et prolongeons I suivant le procédd du n.8-iii). La fonction I ainsi
définie est une capacité gui satisfait les conditions du n.8.

Le seul point non évident & vérifier est que I(inf K ) = inf I(Kn)
pour toute suite décroissante de compacts (XK. ). Mais cela résulte
du fait que, pour KeK(E) fixé, 1l'application A > N(K) est s.c.s.

pour la topologie vague, et du "théoréme du minimax" qui assure
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que, si (fn) est une suite déeroissante de fonctions s.c.s. sur

un compact F, alors ipf h fn(Y) = sup ipf fn(y).

3) Cet exemple fait appel aux définitions et notations habituelles
des processus de Markov. Soit (Pt) une semi-groupe de Hunt sur E,
vérifiant lthypoth@se d'absolue continuité, et soit N une mesure
de référence. Pour tout ensemble analytique A, désignons par T,
son temps d'entrde (pour la réalisation canonique) et posons

I(A) = P%{TA<;+w}. On peut alors prolonger I en une capacite
vérifiant les conditions du n.8. Les ensembles de capacité nulle

pour I sont les ensembles pclaires pour le processus.

L) Cet exemple sera développ€ au chapitre VI. Soit a une fonction
croissante et continue sur g(E), telle que 1l'on ait a(K)>» 0 si K a
au moins deux points. Posons I(ﬁ) = 0, et, pour toute partie A non
vide, I(A) = inf er(Kn) ou (Kn) est un recouvrement dénombrable
de A par des compacts, et ol 1'inf est pris sur ltensemble de ces
recouvrements. Nous verrons que l'on définit ainsi une capacité

vérifiant les conditions du n.8 (le point difficile 3 vérifier est

que I(sup An) = sup I(An) pour toute suite croissante (An)).

5) Cet exemple est étudid, sous des hypoth3ses un peu diffédrentes,
dans DELLACHERIE [25]. Prenons pour E un espace produit FxG, et
soient A une mesure sur F, 7 la projection de FxG sur F. La capacité
est ici définie par I(A) = A [m(A)], pour A partie de FxG.

On peut montrer que, pour A analytique, 1ltépaisseur J(A) est

égale & la mesure A[p(A)] ol p(A) désigne 1l'ensemble des yeF

tels que la coupe A(y) ne soit pas dénombrable (on sait que p(A)

est analytique - et donc N-mesurable - d'aprés le théoreme 7).
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3. - ENSEMBLES MINCES

Trds souvent la capacité I n'est qu'un "outil" , comme dans
l'exemple 14-3) en théorie des processus de Markov, ou dans
l'exemple 14-4) en théorie des mesures de Hausdorff. La fonction
épaisseur J n'a alors qu'un intérét mineur. Par contre, les
ensembles de capacité nulle sont souvent intéressants (dans
l'exemple 14-3), ce sont les ensembles polaires; dans 1'exemple
14.4), ce seront les ensembles de mesure de Hausdorff nulle),

et aussi les ensembles d'épaisseur nulle, dont la définition

ne fait intervenir en fait que la classe des ensembles de
capacite nulle : ils se présentent souvent comme des ensembles

"exceptionnels" de la théorie envisagée. Aussi poserons nous

DEFINITION. - Une partie de E est dite mince si son épaisseur

est nulle.

Nous allons nous intéresser particulidrement aux rapports entre

ensembles minces et compacts minces.

THEOREME. - Un ensemble analytigue M est mince si et seulement

s'il existe une suite (Kn) de compacts minces et un ensemble

analytique N de capacité nulle tels que M = (%lKn)U N. 8i M est

mince, il existe une telle représentation ou les compacts K,

sont disjoints, et disjoints de N.

DEMONSTRATION. - Supposons M mince et I(M)>» 0. Et soit ¥ 1'ensemble
des familles de compacts disjolnts contenus dans M et de capacité>'0.
L'ensemble ¥ n'est pas vide d'aprés le théordme de capacitabilite,

et est évidemment inductif pour la relation d'ordre d'inclusion.
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D'autre part, M étant mince, tout élément de X est dénombrable.

On peut alors prendre pour (Kn) un élément maximal de X, l'ensemble
analytique N = M- (U Kn) étant de capacit€ nulle d'aprés le
théorsme de capacitabilité et le caractére maximal de cette famille.
Pour €tablir la réciproque, il suffit de montrer que 1'ensemble

des parties minces est stable pour (Ud), ce qui résulte aisdment

du fait que 1'épaisseur J est une précapacité et de la condition

ii) du n.8 imposée a la capacité I.

REMARQUE. - On peut montrer qu'un ensemble analytique M est mince
si et seulement s'il satisfailt la condition suivante : si (M%)KEL
est une famille quelcongue d'ensembles boréliens contenus dans M,
il existe un sous-ensemble dénombrable LO de ltensemble d'indices L

tel que l'ensemble analytique M, - (,U; M, ) soit de capacité nulle
A LeLO 4
pour tout AeLl (ef DELIACHERIE [ 1).

Nous allons démontrer maintenant le théoréme essentiel de ce
paragraphe. Afin d'en simplifier 1'énoncé, nous poserons la

, - ) - 03
definition suivante

DéFINITION.- Un_ensemble H de parties de E est appelé une horde s'il

satisfait les conditions suivantes

a) l'ensemble H contient toutes les parties de capacité nulle

b) si A appartient a H et B est inclus dans A, alors B appartient

aussi & H (autrement dit, H est hérdditaire)

c) l'ensemble H est stable pour (Ud)

d} tout é1cment de H est contenu dans un ensemble analytique

appartenant & H.

Ainsi, l'ensemble des parties de capacité nulle est la plus petite
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des hordes. L'ensemble des parties minces est aussi une horde

dtaprés la définition de 1'épaisseur J et le théoreme 16.

Voici le théoréme annoncd. Les formulations a) et b) que nous

’ . ’ .
en donnons sont evidemment equivalentes

THEOREME.- Soit g une horde d'ensembles minces.

a) Pour qu'un ensemble analytique A appartienne a H, il faut

et 11 suffit gue tout compact inclus dans A apparftienne & H.

b) Pour qu'un ensemble analytique A n'appartienne pas 3 H,

1l faut et il suffit que A contienne un compact qui n'appartienne

pas & H.

DﬁMONSTRATION.- Nous démontrerons le théoréme sous la forme b).

La condition est évidemment suffisante, H étant héréditaire.
Montrons sa necessit€. Soit A un ensemble analytique n'appartenant
pas & H : si A est mince, le théoréme résulte du théoreme 16
d'aprés les propriétés a)etec) du n.17 ; si A a une épaisseur > 0,
le théoréme résulte du théoréme 12, tout élément de H étant mince

par hypothése.

Avant de revenir aux exemples du n.l4, nous dégagerons encore

une horde intéressante d'ensembles minces.

/
DEFINITION.- Un ensemble analytique A est dit o-fini pour la

. / o . . s .
capacite I s'il existe sur E une mesure o-finie N satisfaisant

la condition suivante : les ensembles %—négligeables contenus

dans A sont de cgpacité nulle. Une partie gquelconque est dite

P sg ? s
o-finie pour la capacite si elle est contenue dans un ensemble

analytique o-fini.
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On peut évidemment supposer la mesure A bornée, toute mesure

o -finie étant éﬁuivalente 2 une mesure bornde. D'autre part,

la définition ne fait intervenir en fait que la classe des ensembles
de capacité nulle, et 1l est clair que les ensembles o-finis

forment une horde d!'ensembles minces (si A est de capacité nulle,

on peut prendre A = 0). Enfin, si A est 0-fini, il n'est pas
difficile de voir que l'on peut choisir N de sorte que les ensembles
k-négligeables contenus dans A coincident avec les ensembles

de capacité nulle contenus dans A.

Nous reprenons maintenant les exemples du n.14, en conservant

/7 - .
leur numerotation et leurs notations

EXEMPLES.- 1) Lt'ensemble vide est le seul ensemble de capacité nulle.
Les ensembles minces sont les ensembles dénombrables, qui sont
aussi o-finis. Le théoréme 18, appliqué & la horde des ensembles

. ? - .
minces, redonne le theoreme de Souslin.

2) Un ensemble analytique A tel que l'ensemble {Aef : A(A)> 0} soit
dénombrable est 0-finl, et les parties de E contenues dans un
ensemble analytique de ce type constituent une horde d'ensembles

o -finis. Le théoreme 18, appliqué a cette horde, donne : si A est
analytique, et si 1'ensemble {Aef : A(A)> O} n'est pas dénombrable,
alors A contient un compact K tel que 1l'ensemble {Aef : %(K)> 0}

ne soit pas dénombrable.

3) Les ensembles polaires sont les ensembles de capacité nulle,
et on peut montrer que les ensembles semi-polaires forment une
horde d'ensembles o-finis. Le théoréme 18, applique a cette horde,

donne : un ensemble analytique qui n'est pas semi-polaire contient
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un compact qul n'est pas semi-polaire.

4) Nous verrons au chapitre suivant que les ensembles o-finis
pour la mesure de Hausdorff engendrée par la fonction o forment
une horde d'ensembles 0-finis pour la capacité. Le théordme 18
donnera alors : tout ensemble analytique non ¢ -fini pour la

mesure de Hausdorff contient un compact non o-fini pour cette mesure.

5) On peut montrer que tout ensemble mince est o-fini. Sous
les hypothéses un peu différentes de DELIACHERIE [ ] (F est
sans structure topologique, et G = ﬁﬁ+), le théoréme 18 et le
théoréme de section (n.9 du chapitre II) permettent d'obtenir

’ . .
des résultats importants en théorie des processus sur les ensembles

8 coupes dénombrables.

Un probléme important, et souvent difficile, est celui de
prouver gue deux hordes d'ensembles minces sont identiques.

En voicl deux exemples : en théorie des processus de Markov,

"si les points sont semi-polaires, est-ce que tout ensemble mince
est semi-polaire ? (non résolu)"; en thdorie des mesures de

Hausdorff, "

un ensemble mince est-il toujours o-fini pour

la mesure de Hausdorff ? (partiellement résolu)". Etant donne’
le théoréme 16, il suffit d'étudier les compacts minces. Nous
n'aborderons pas ici le probléme général, et nous nous contente-

rons d'illustrer les méthodes connues pour aborder ce probléme

en étudiant au chapitre suivant le cas des mesures de Hausdorff.
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4, - COMPLEMENTS

Une grande partie de ce chapitre fait intervenir des arguments
essentiellement topologiques, en particulier dans 1t &tude

de 1!'épaisseur (topologie de Hausdorff, notion de calibre),

qui n'ont pas d'éﬁuivalents dans le cas abstrait. Cependant,
"ltessentiel" du théoréme technique du n.4 est encore valable,
ce qui permet d'obtenir encore le théoréme 18 par des voies
différentes. Nous nous bornerons & placer ce théoréme dans un
cadre abstrait, renvoyant le lecteur a DELLACHERIE [ ] pour plus

de détails.

Nous désignons maintenant par (E,E) un espace paveé, ol le pavage est
supposé satisfaire les deux conditions suivantes
i) i1 est stable pour (Nd)
11} le complémentaire d'un élément de E appartient & E;
Et on se dorme une capacité I sur (E,E), vérifiant les conditions
du n.8. Un ensemble E-analytique est dit mince s'il ne peut
contenir les éléments d'une famille non dehombrable d’ensembles

E-analytiques disjoints de capacité>0. On définit la notion de

horde comme au n.17, et on a l'analogue du théoréme 18

THEOREME. - Soit H une horde d'ensembles minces. Pour gu'un

ensemble E-analytigue A n'appartienne pas 3 H, i1 faut et il

suffit que A contienne un élément de E qui n'appartienne pas a H.




