
CHAPITRE V : EPAISSEURS 

Nous n'avons jusqu'ici donn~ aucun moyen pour verlfler qu'une 

• S . • 
precapaclte (qui n'est pas une capaclte) est un calibre. Nous 

avons cependant cit@ l'exemple de la fonction J qui vaut 0 sur 

les ensembles (au plus) d@nombrables et i sur les autres. Cette 

pr~capacit~ Jest intimement li~e ~ la capacit@ I qui vaut 0 sur 

!'ensemble vide et i sur les autres de la mani~re suivante : 

on a J(A) = I si et seulement si A contient les elements d'une 

famille non d~nombrable (Ki) de compacts disjoints tels que 

l(Ki) = i pour tout i. Au paragraphe 2, nous allons g$ne~aliser 

cette situation en d~finissant l'epa±sseur J engendree par une 

S . 

capacitg I : en gros, un ensemble A aura une epalsseur J(A)~t 

• , (K i si A contient les elements d'une famille non d~nombrable ) de 

compacts disjoints tels que l(Ki)>t pour tout i. Et nous montre- 

rons que i'" " epalsseur Jest une pr@capacit@ et un calibre. 

Nous etudlerons au paragraphe 3 les ensembles d'~paisseur nulle, 

dont les ensembles semi-polaires en th~orie du potentiel et les 

ensembles ~-finis en th~orie des mesures de Hausdorff sont des 

exemples. Le paragraphe ~ contient des complements dans le cas 

abstrait, et le paragraphe i est consacr~ ~ un th@or~me technique 

fondamental, que nous illustrerons en ~tudiant l'exemple le plus 

simple d'epalsseur cit~ au d~but. 
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i.- PRECAPACIT~S DICHOTOMIqUES 

• ° • 

i DEFINITION.- Soit June precapacmte sur E. On dit que Jest 

dichotomique si elle satisfait la condition suivante : 

pour toute partie analytique A de E et tout teaR+ tel que J(A)~t, 

il existe deux compacts disjoints K 0 e_~t K I tels que l'on ait 

J(AQKi)>t pour i = 0,i. 

2 EXEMPLES.- I) la precapacmte J qui vaut 0 sur les ensembles 

denombrables et i sur les autres est dichotomique. En effet, si A 

n'est pas dernombrable, on peut prendre pour K 0 et K I deux voisinages 

compacts disjoints de deux points de condensation distinets de A 

(cf le n.~ du chapitre III) 

2) on peut montrer que la capaclte newtonienne est dichotomique 

(cf c~0Q~T [ ]). 

Nous allons enoncer maintenant le theoreme technique fondamental. 

Mais nous aurons besoin pour cela des notations suivantes. 

I ° 

3 Nous deslgnerons par D l'ensemble des "mots dyadiques" finis 

engendrSs par 0 et I, par D n celui des mots de longueur n. 

Si m appartient ~ D, nous noterons m0 (resp ml) le mot obtenu 

en ajoutant 0 (resp i) ~ l'extremit~ droite de m. L'ensemble 

D = [0,i~ des mots dyadiques infinis sera muni de la topologie 

m~trisable compact produit. Enfin, si ~ appartient ~ D ou ~ D , 

nous deslgnerons par ~n le mot de longueur n constltue par les 

n premiers termes de ~ (suppos~ de longueur~n s'il est fini). 
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THEOR~ME.- Soit June pr4capacit~ dichotomique sur E. Pour toute 

partie analytique A d'un produit ExF et tout tcffR+ tel que J[w(A)]~t 

(o~ ~ d6signe la projection sur E), il existe une application 

continue ~ ~ K d__ee D dans K(ExF) satisfaisant les conditions 

a) les compacts ~(~) sont disjoints dams E 

b) la reunlon des K~ est un compact K inclus dans A 

c) pour tout ~¢D , on a J[~(u)]~t pour tout ouvert U contenant K 

DEMONSTRATION.- Rappelons que tout ensemble analytique est la projee- 

tlon d'un borellen elementalre, i.e. d'un ensemble ~6" Comme pour 

le theoreme de Sion, nous pouvons nous ramener au cas o~ A est _K_~8. 

Cela r~sulte ais~ment des fairs suivant : la projection d'un ouvert 

est un ouvert; une projection "commute" avec les reunlons quelcon- 

ques; la restriction d'une projection aux parties compactes est 

continue pour la topologie de Hausdorff. Soit donc, pour chaque 

( n ~ )  " " entier p, une suite croissante de compacts, de reunlon L p, 

telle que A = ~L p. Notons d'abord que, si Best _~ dans ExF et 

si J[~(AnB)]~ t, alors il existe deux compacts A0(B) et AI(B) 

contenus dans B, ayant leurs projections sur E disjointes, tels 

que l'on ait J[~(AnAi(B))]>t pour i = 0,i : en effet, B itant 

la r6union d'une suite croissante de compacts (Bn), il existe un 

entier k tel que J[~(A@Bk)]>t, et, si K 0 et K I sont deux compacts 

disjoints de E tels que J[~(AnBk)nK i]>t pour i = 0,i (cf le n.l), 

il suffit de poser Ai(B) = Bk@(KixF) pour i = 0,i. Nous allons 

• de D difinir maintenant, par recurrence, une application m + K m 

dans ~(ExF). Posons 

x 0 = A0(~1) K I = at(L1) 

ce qui est possible, puisque L Iest ~ et contient A, et, d'une 
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mani~re t t est d~fini, generale, si m est de longueur n, et si K m 

Km0 = A0[KmNL n+l] Kml = ~I[KmNL n+l] 

NL n+l est ~a que L n+l contient A ce qui est possible, puisque K m 

et que J[~(ANKm)]~t par construction. Notre application ~ ~ 

= NK . V~rifions de D dans ~(ExF) sera alors d~finie par Kp n ~n 

que cette application a bien les propriSt4s requises. D'abord, 

si met m' sont deux mots finis distincts de meme !ongueur, les 

compacts K met Km, ont leurs projections sur E disjointes, et donc 

. . . .  I 

les compacts ~(~) sont disjoints. Ensuite, on a, par dlstrlbutlvlte, 

K = ~ ~ n  = ~meDnU Km car les Km, pour meDn, sont disjoints, et, 

l'ensemble D n Stant fini pour tout n, K est compact. D'autre part, 

comme ~n est inclus dans L n pour tout U et tout n, ~ est inclus 

dans A pour tout ~ : le compact K est donc contenu dans A. Enfin, 

est l'intersection de la suite decrozssante des compacts KUn 

si U est un ouvert de ExF contenant K , U contient ~n pour n assez 

grand, et doric on a J[~(U)]>t. Ii ne reste plus ~ v~rifier que 

l'application ~ ~ K est continue. Soit ~eD~ et soient U.l des 

ouverts de ExF pour i = 0,1,...,k tels que l'on ait ~ c U 0 et 

~nu i ~ @ pour i = l,...,k. Ii existe alors des ouverts V i tels 

que l'on ait VicU i et ~nv i ~ @ pour i = l,.~.,k. Et sin est un 

entier tel que ~n soit contenu darts U 0, et si ~' appartient 

l'ensemble ouvert [~¢D~ : ~n = ~n ], on a ~,cU 0 et K~,NV i ~ 

pour i = l,...,k. La continuit~ de ~ ~ ~ est alors claire. 

En fait, l'enonce du th$or~me est un peu redondant : la continuit~ 

de ~ ~ K suffit pour assurer que K = U~ est compact. En effet, 

le graphe ~(~,L)¢D x~=(ExF) : L = K ] de cette application est 

compact, et on a, em symboles logiques, 

(x,y)eK @=~ ~ ~L (x,y)eL et L = 
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REMARQUES.- I) Le th~ore'me se renforce de lui-m@me de la mani~re 

suivante. Soit (~,~) ~ ~*~ l'application continue de D xD dans D 

d~finle de la mani~re suivante : le (2n-l)-i~me (resp 2n-i~me) 

terme de la suite ~*~ est @gal au n-i&me terme de la suite ~ (resp ~). 

Pour ~ fix~, l'application partielle ~ ~ K .~ satisfait les condi- 

tions de l'e~onc~, et le compact K est alors la r@union des compacts 

projections disjointes L~ = ~K .~ , chacun des compacts L ~tant 

lui-m@me la r~union des compacts ~ projections disjointes K . . 

2) Bien entendu, l'application m ~ K construite dans la d@mon- 
m 

stration peut s'mnterpreter comme un schema de Souslin particulier. 

Et, un sch@ma de Souslin s ~ K sur les compacts de E d@finit 
s 

aussi une application continue o ~ K = n K de ~ dans K(E). 
$ ~  S 

La m~thode de deflnltlon d'ensembles analytiques ~ l'aide de 

fonctions "semi-continues" de ~ dans l'ensemble des compacts d'un 

espace topologique s@par~, introduite par ROGERS [ ], s'est 

~ • s  • •  • 

revelee fructueuse dans le cadre topologique "general" 

Dans la situation pr@sente, comme dans celle du th6or~me de Sion, 

on me peut en g~n@ral rien dire de la valeur des J[v(K )] et 

J ° p • • 

de J[w(K)]. Cependant, supposons que la precapacmte J soit majoree 

par une capacmte I : alors, d'apr~s c), on a 117 ] >4t pour 

tout ~, et ainsi w(K) est la reunlon d'une famille non d~nombrable 

de compacts disjoints de capaczte~/t. C'est un des arguments que 

nous utiliserons am paragraphe sulvant pour demontrer qu'une 

eSpaisseur est un calibre• Bornons nous ici ~ ~tudier la plus 

S 
simple des epamsseurs 
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5 THEOREME.- La fonction J qui vaut 0 sur les parties d~nombrables 

de E et i sur les autres est un calibre. 

DEMONSTRATION.- Nous avons d~j~ v~rifier au n. 12-3) du chapitre IV 

que la restriction de J ~ K(E) est une fonction analytique. Ii nous 

reste ~ montrer que si A est ana!ytique darts un produit ExF, et 

si ~(A) n'est pas d@nombrable, alors A contient un compact K tel 

que ~(K) ne soit pas d~nombrable. Mais, Jest une precapaclte 

dichotomique (cf le n.2-1)), et majore la capacit~ I qui vaut 0 

sur l'ensemble vide et i sur les autres. Appliquons le th@or~me ~ : 

chaque ~ est non vide, et donc le compact ~(K) est non d~nombrable. 

Nous allons obtenir comme corollaire deux theoremes "classlques" 

6 THEOREME (de Souslin).- Tout ensemble analytique non-d~nombrable 

c ontient un compact non-de~ombrable, eta la puissance du continu. 

DEMONSTRATION.- La premiere partie est une consequence immediate 

du theoreme precedent, et la seconde, du fait connu depuis Cantor 

que tout parfait non vide a la puissance du continu. Mais, plus 

immedlatement, elle r~sulte tout simplement du fait que D a 

la puissance du continu. 

7 THEOREME (de Mazurkiewicz-Sierpinski).- Soit A une p artie analytique 

d'un produit ExF. L'ensemble des y~F tels que la coupe A(y) ne soit 

p as d~nombrable dans E est analytique dans F. 

DEMONSTRATION.- On ~tend le calibre J en un calibre de ExF dans F 

(cf le n. ll du chapitre IV) et on applique le th~or~me 9 du m@me 

chapitre IV. 



- 71 - 

2.- EPAISSEURS 

8 Dans toute !a suite de ce chapitre, nous d@signerons par ! tune 

capacit@ sur E, et nous supposerons que I satisfait les trois 

conditions suivantes 

i) I(~) : 0 

ii) si I(A) = 0 et I(B) = 0, alors I(AUB) = 0 

ill) pour route partie B de E, I(B) = inf I(A), AOB, A analytique 

La condition i) sert ~ ev~ter des trzvmalmtes. La condition iii) 

!nteresse qu'aux ensembles analytiques : est anodine lorsqu'on ne s'' • 

toute "capacitY" definie seulement sur les parties analytiques 

• . ,  i r  
peut @tre prolongee en une vraie capaclte par le procede de iii). 

Enfin, la condition ii) est v~rifi@e par la plupart des eapacit~s 

usuelles; elle assure, avec la condition b) du n.l du chapitre II, 

que la classe des ensembles de capacit~ nulle est stable pour (Ud). 

Nous donnerons ~ la fin de ce paragraphe quelques exemples de 

capaeltes auxquelles il est mnteressant d'appliquer les r~sultats 

de ce chapitre. 

9 DEFINITION.- On appelle @paisseur la fonction J sur @(E) d~finie 

de la mani~re sulvante 

s ° 

a) s~A est anal~ti~ue dans E, J(k) est la borne su~erleure des t~0 

tels zue A contienne les elements d'une famille non denombrable 

d'ensembles anal~ti~ues disjoints de ea~acit~t. 

b) s_~i B est Quelcon~ue, J(B) = inf J(A), Am B, A analyti~ue. 

REMARQUE IMPORTANTE.- Comme tout ensemble analytique est I-capaci- 

table, on peut remplacer "analytiques disjoints" par "compacts 

disjoints" dans a). 
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i0 THEOR~V2.- Ll@paisseur Jest une ~r@eapacit@ dichotomique. 

DEMONSTRATION.- La fonction Jest $videmment croissante. Pour 

verlfmer que Jest une precapacmte, nous devons montrer que, 

si (An) est une suite croissante de reunlon A, alors J(A) = sup J(An) 

On peut supposer J(A)~ 0, et aussi que les A net A sont analytiques. 

Pour t < J(A), soit (Hl)le L une famille non d@nombrable d'ensembles 

analytiques disjoints telle que HI soit de capacit~t et contenu 

dans A pour tout I~L. Comme Iest une precapaczte, il existe 

une application Z ~ n(~) de L dans ~ telle que l(An(l) nHl)>t 

T S S pour tout Z. L'ensemble L n etant pas denombrable, il existe alors 

un entier n tel que l'ensemble {ZeL : I(AnnHZ) >t] ne soit pas 

de~ombrable, et on a alors J(An) >t. D'o{ J(A) = sup J(An). 

S . . • • S 

Vermfmons maintenant que la precapaclte Jest dichotomique. 

Nous devons montrer que, si A est analytique et si J(A)> t, il 

existe deux compacts disjoints K 0 et K I tels que J(A@Ki)~t pour 

i = 0,i. Soit encore (Hl)he L une famille non d~nombrable d'ensembles 

disjoints, que nous supposerons ici compacts, telle que H~ soit 

de capacit@>t et contenu dans A pour tout t. La famille (H X) 

est un sous-ensemble non d~nombrable de ~(E). Soit H 0 et H I deux 

points de condensation de (Hz) dans ~(E) appartenant ~ (H Z) : 

H 0 et H I sont disjoints, et on peut prendre pour K 0 et K I deux 

voisinages compacts disjoints de H o et H I dans E. 

ii TH~0REME.- L'4paisseur Jest un calibre. 

f s . . 

DEMONSTRATION.- Vermflons d'abord que si A est analytique dans 

un produit ExF, alors J[~(A)] = sup J[~(K)], KcA, Ke~(ExF). 

Soit t<J[~(A)]. D'aprSs le th~or~me ~, il existe une application 
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12 

continue ~ ~ K de D d a n s  =K(EXA m) telle que i )  les v( I~ )  soient 

disjoints ii) la r@union K des K est un compact contenu dans A 

iii) on a J[v(U)]~t pour tout ouvert U contenant K , pour tout ~. 

On a ainsi l[v(K )]~t pour tout ~, et done J[~(K)]~/t. 

• . ° 

Vermflons maintenant que la restriction de J ~ K(E) est une fonction 

analytique. Toujours d'apr@s le th~or~me 4, le compact LcK(E) a 

J . 

une epamsseur J(L)>~t si et seulement s'il existe, pour tout rati- 

onnel r~t, une application continue ~ ÷ ~ de D dans =K(E) telle 

que les K soient disjoints, de capaclte~r, et contenus dans L. 

L'application ~ ~ ~ @rant continue, la famille (K) est compacte 

dams K(E) : c'est donc un element de _K[_K(E)]. En symbo!es logiques, 

on a 

s ( T , ) > ,  t : ~rKt ~(K )cK[K(E)] [~H~(E)  H#(K ) ou HCL] 

et [~gH~#(E) H#(K ) ou i ( H ) ~ r ]  

et [¥(H,H')~K(E)x_~I__(E) H#(K ) ou H'#(K ) ou H = H' 
ou H @ H' = 9] 

Pour r rationnel ~t fix~, le premier crochet d~finit un CPC(GU K) = ~8 

' CPC(GUK) ~8 (la restriction de la capa- le second egalement un = 

cite I ~ ~(E) @rant une fonction s.c.s.), et le troisi~me d~finit 

un CPC[CPC(GU GU KUG)] = ~8" Et donc, pour t fix~, l'ensemble 

! ° ° • 

des Le~(E) tels que J(L)~ test [P(~8)]8 = A. D'o~ i analytmclte 

de la fonction J. 

* • . g 

Nous sommes maintenant en mesure de generallser les theoremes de 

S o u s l i n  e t  de M a z u r k i e w i c z - S i e r p i n s k i  du p a r a g r a p h e  p r e c e d e n t .  

COROLLAiRE.- Toute partie analytique A d_~e E est J-capacitable, i..e. 

J(A) : sup J(x), X~A, K~(E) 

En particulier, tout ensemble analytique d'~paisseur >0 contient 

un compact d'~paisseur >0. 
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REMARQUE.- Le raffinement du th$or$me ~ (cf la remarque i) du n.4) 

permet de conclure qu'un ensemble analytique A d'e~aisseur J(A)~ t 

contient un compact K @gal ~ la reunlon d'une famille "continue" 

de compacts disjoints d'epamsseur~t. 

13 COROLLAIRE.- Soit A une partie analytiQue d'un ~roduit ExF. 

La fonction qui, ~ y~F, associe l'e~aisseur de la coupe A(y) 

est analyti~ue sur F. En ~articulier, l'ensemble des y~F tels 

~ue A(y) ait une ~paisseur ~0 est analyti~ue dane F. 

Voici maintenant quelques exemples de capacit@s que nous retrouverons 

plus loin. La comprehensmon de certains necessmte des connaissances 

• o • speczallsees. 

i~ EXEMPLES.- i) Le premier a St~ deja vu : iest la capacit~ qui 

vaut 0 sur l'ensemble vide et i sur lee autres. Chacun des autres 

exemples contiendra celui-ci comme cas particulier. 

2) Soit £ un ensemble de mesures sur E compact pour !a topologie 

vague (rappelons que la famille filtrante de mesures (hi) converge 

vaguement vers la mesure ~ si (hi(f)) converge vers ~(f) pour 

toute fonction continue f sur E; cette topologie est metrlsable, 

et un ensemble vaguement fermg £ est compact si sup ~(i), ~£, 

est fini ). Pour tout ensemble analytique A, posons I(A) = ~ ~(A) 

et prolongeons I suivant le proc$d~ du n.8-iii). La fonction I ainSi 

dSfinie est une capacit@ qui satisfalt lee conditions du n.8. 

Le seul point non Svident ~ v~rifier est que l(inf Kn) = inf l(Kn) 

pour toute suite decromssante de compacts (Kn)° Mais cela r~sulte 

du fait que, pour Kc~(E) fix@, l'application ~ ~ ~(K) est s.c.s. 

pour la topologie vague, et du "th$orSme du minimax" qui assure 
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• . 

que, sl (fn) est une suite decromssante de fonctions s.c.s, sur 

un compact F, alors i~f s~ fn(y) : s~ i~f fn(y ). 

3) Cet exemple fait appel aux definitions et notations habituelles 

des processus de Markov. Soit (Pt) une semi-groupe de Hunt sur E, 

vermfmant i hypothese d'absolue contlnulte, et soit Z une mesure 

• I S .  
de reference. Pour tout ensemble analytique A, deslgnons par T A 

• . . 

son temps d'entr~e (pour la realzsatlon canonique) et posons 

I(A) = P~[TA~+~}. On peut alors prolonger I en une capacit~ 

/ . . . • 

verlflant les conditions du n.8. Les ensembles de capacmte nulle 

pour I sont les ensembles polaires pour le processus. 

4 J 

4) Cet exemple sera developpe au chapitre VI. Soit ~ une fonction 

croissante et continue sur ~(E), telle que l'on ait ~(K)~ 0 si K a 

au moins deux points. Posons I(~) = O, et, pour toute partie A non 

vide, i(A) = inf Z ~(Kn) o~ (Kn) est un recouvrement de~ombrable 

de A par des compacts, et o~ l'inf est pris sur l'ensemble de ces 

recouvrements. Nous verrons que l'on dSfinit ainsi une capacit~ 

• . • * . . 

verlflant les conditions du n.8 (le point difficile ~ verlfler est 

que l(sup An) = sup I(A n) pour toute suite croissante (An)). 

I . • 

5) Cet exemple est etudle, sous des hypotheses un peu diff~rentes, 

darts DELLACHERIE ~. Prenons pour E un espace produit FxG, et 

• s 

soient ~ une mesure sur F, w !a projection de FxG sur F. La capacmte 

est ici dSfinie par I(A) = ~*[w(A)], pour A partie de FxG. 

On peut montrer que, pour A analytique, l'e~aisseur J(A) est 

~gale ~ la mesure ~[p(A)] o~ p(A) d@signe l'ensemble des yeF 

tels que la coupe A(y) me soit pas d~nombrable (on sait que p(A) 

est analytique- et doric ~-mesurable- d'apr~s le th$ore~me 7). 
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3.- ENSEMBLES MINCES 

15 

16 

Tr~s souvent la capacit@ ! n'est qu'un "outil" , comme darts 

l'exemple 14-3) en th~orie des processus de Markov, ou dans 

l'exemple i~-4) en th~orie des mesures de Hausdorff. La fonction 

epalsseur J n'a alors qu'un interet mineur. Par contre, les 

ensembles de capacmte nulle sont souvent interessants (dams 

l'exemple i~-3), ce sont les ensembles polaires; dans l'exemple 

i~-4), ce seront les ensembles de mesure de Hausdorff nulle), 

• . s . ° . 

et aussi les ensembles d'epalsseur nulle, dont la deflnltlon 

ne fait intervenlr en fait que la classe des ensembles de 

capacite nul!e : i!s se pr~sentent souvent comme des ensembles 

"exceptionnels" de la th~orie envlsagee." ' Aussi poserons nous 

D~FINITION.- Une partie de E est dite mince si son e'~aisseur 

est nulle. 

Nous allons nous int~resser " "" aux partlculmerement rapports entre 

ensembles minces et compacts minces. 

THEOREME.- Un ensemble analytique M est mince si et seulement 

s'il existe une suite (K n) de compacts minces et un ensemble 

analytique N de capacit@ nulle te!s que M = (~ Kn)O N. S_~ M est 

mince, il existe une telle representation o~ les compacts K n 

sont disjoints, et disjoints de N. 

DEMONSTRAT!0N.- Supposons M mince et i(M)~ 0. Et soit ~ l'ensemble 

des familles de compacts disjoints contenus dams Met de capacit~ ~ 0. 

s ~ . . ° • 

L'ensemble ~ n'est pas vide d'apr~s le theoreme de capacmtabmllte, 

et est evmdemment inductif pour la relation d'ordre d'inclusion. 
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• $ I  

D'autre part, M etant mince, tout element de ~ est d~nombrable. 

" f  

On peut alors prendre pour (Kn) un element maximal de ~, l'ensemble 

analytique N = M- (U Kn) Stant de capacit~ nulle d'apr~s le 

• . ° • 

theor~me de capacltabmlmte et le caract~re maximal de cette famille. 

• . • ° 

Pour etabllr la reclproque, il suffit de montrer que l'ensemble 

alsement des parties minces est stable pour (Ud), ce qui r~sulte " • 

du fair que i' ~ " • " epamsseur Jest une precapaclte et de la condition 

ii) du n.8 mmposee" • ~ la capaelte I. 

REMARQUE.- On peut montrer qu'un ensemble analytique M est mince 

si et seulement s'il satisfait la condition suivante : si (M~)~c L 

s • 

est une famille quelconqu~ d'ensembles borelmens contenus dans M, 

il existe un sous-ensemble d~nombrable L 0 de l'ensemble d'indices L 

tel que l'ensemble analytique M R- (g~LoMg) soit de capacitg nulle 

pour tout ~L (cf DELLACHER!E [ ]). 

Nous allons d~montrer maintenant le th$or~me essentiel de ce 

l • 

paragraphe. Afin d'en simplifier l'enonce, nous poserons la 

defznmtmon suivante 

17 DEFIN!TION.- Un ensemble ~ de parties de E est appel~ une horde s'il 

satisfait les conditions suivantes 
• ¢ 

a) l'ensemble H contient toutes les parties de capaclte nulle 

b) s_~i A appartient ~ H e_~t Best inclus dans A, alors B appartient 

aussi ~ H (autrement dit, H est heredmtamre) 

c) l'ensemble H est stable pour (Ud) 

t ~  

d) tout element de H est contenu dams un ensemble analytique 

appartenant ~ ~. 

Ainsi, l'ensemble des parties de capacit~ nulle est !a plus petite 
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des hordes. L'ensemble des parties minces est aussi une horde 

d'apr~s la deflnltlon de epalsseur Jet le theoreme 16 

Voici le theoreme annonce. Les formulations a) et b) que nous 

s . • . 

en donnons sont evmdemment equlvalentes 

18 THEOREME.- Soit H une horde d'ensembles minces. 

a) Pour qu'un ensemble analytique A appartiernqe ~ H, il faut 

et il suffit que tout compact inclus dans A appartienne ~ ~. 

b) Pour qu'un ensemble analytique A n'appartienne pas ~ ~, 

il faut et il suffit que A contienne un compact qui n'appartie~e 

pas ~ ~. 

DEMONSTRATION.- Nous demontrerons le theoreme sous la forme b). 

I . 

La condition est evldemment suffisante, = H Stant heredltalre. .... 

Montrons sa necessmte. Soit A un ensemble analytique n'appartenant 

pas ~ ~ : si A est mince, le th$or~me resulte du theoreme 16 

. • g  1 .  
d ' a p r ~ s  l es  p r o p r l e t e s  a ) e t  c) du n .17 ; s i  A a une e p a l s s e u r  > 0, 

le theor~me resulte" du theoreme• " 12, tout element' ' de H etant" mince 

par hypoth~se. 

Avant de revenir aux exemples du n.l~, nous de~agerons encore 

• P 

une horde ~nteressante d'ensembles minces. 

t 

19 DEFINITION.- Un ensemble analytique A est dit ~-fini pour la 

capacit~ I s'il existe sur E une mesure a-finie ~ satisfaisant 

la condition suivante : les ensembles Z-neglmgeables contenus 

• I 

dans A sont de capacmte nulle. Une ~artie quelconque est dite 

G-finie pour la capacit~ si elle est contenue dans un ensemble 

analytique q-fini. 



- 79 - 

On peut evldemment supposer la mesure h bornee, toute mesure 

~-finie ~tant " " equlvalente ~ une mesure bornee. D'autre part, 

J . • . 

la deflnmtmon ne fait intervenir en fair que la classe des ensembles 

• S 

de capacmte nulle, et il est clair que les ensembles ~-finis 

forment une horde d'ensembles minces (si A est de capaclte nulle, 

on peut prendre ~ = 0). Enfin, si A est a-finl, il n'est pas 

difficile de voir que l'on peut choisir h de sorte que les ensembles 

J . 

~-negllgeables contenus darts A coincident avec les ensembles 

de capaclte nul!e contenus dans A. 

Nous reprenons maintenant les exemples du n.l~, en conservant 

f 

leur numerotatmon et leurs notations 

• g 

20 EXEMPLES.- I) L'ensemble vide est le seul ensemble de capaclte nulle. 

Les ensembles minces sont les ensembles d~nombrables, qui sont 

S • . • 

aussi ~-finis. Le theoreme 18, appl±que ~ la horde des ensembles 

S 

minces, redonne le theoreme de Souslin. 

2) Un ensemble analytique A tel que l'ensemble [~e£ : ~(A)> 0] soit 

d~nombrable est a-fini, et les parties de E contenues darts un 

ensemble analytique de ce type constituent une horde d'ensembles 

~-finis. Le theoreme 18, appllque a cette horde, donne : si A est 

analytique, et si l'ensemble [Ae£ : h(A)> 0] n'est pas d~nombrable, 

alors A contient un compact K tel que !'ensemble [kc£ : A(K)> O} 

ne soit pas d~nombrable. 

3) Les ensembles polaires sont les ensembles de capaclte nulle, 

et on peut montrer que les ensembles semi-polaires forment une 

horde d'ensembles G-finis. Le th~or~me 18, applique a cette horde, 

donne : un ensemble analytique qui n'est pas semi-polaire contient 
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un compact qui n'est pas semi-polaire. 

4) Nous verrons au chapitre suivant que les ensembles ~-finis 

P 
pour la mesure de Hausdorff engendree par la fonction ~ forment 

une horde d'ensembles ~-finis pour la capaclte. Le theoreme 18 

donnera alors : tout ensemble analytique non ~-fini pour la 

mesure de Hausdorff contient un compact non ~-fini pour cette mesure. 

5) On peut montrer que tout ensemble mince est ~-fini. Sous 

les hypotheses un peu diff~rentes de DELLACHERIE [ ] (F est 

sans structure topologique, et G = , le theoreme 18 et le 

th@or~me de section (n.9 du chapitre Ii) permettent d'obtenir 

des r~sultats importants en theorme des processus sur les ensembles 

J 
coupes denombrables. 

Un probl~me important, et souvent difficile, est celui de 

prouver que deux hordes d'ensembles minces sont identiques. 

En voici deux exemples : en th@orie des processus de Markov, 

"si les points sont semi-polaires, est-ce que tout ensemble mince 

est semi-polaire ? (non r~solu)"; en th@orie des mesures de 

Hausdorff, " un ensemble mince est-il toujours ~-fini pour 

la mesure de Hausdorff ? (partiellement r@solu)". Etant donn~ 

le th$orSme 16, il suffit d'~tudier les compacts minces. Nous 

n'aborderons pas ici le problSme gSn~ral, et nous nous contente- 

rons d'illustrer les m@thodes connues pour aborder ce probl$me 

en @tudiant au chapitre suivant le cas des mesures de Hausdorff. 
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~.- C0MPLEMENTS 

Une grande partie de ce chapitre fait intervenir des arguments 

essentiellement topologiques, en particulier dans l'~tude 

de i ' •epalsseur" (topologie de Hausdorff, notion de calibre), 

• . 

qui n'ont pas d'equmvalents dans le cas abstrait. Cependant, 

"l'essentiel" du theoreme technique du n.4 est encore valable, 

ce qui permet d'obtenir encore le th~or~me 18 par des voles 

dmfferentes. Nous nous bornerons g placer ce th@orSme dans un 

cadre abstrait, renvoyant le lecteur ~ DELLACHERIE [ ] pour plus 

de d~tails. 

21 Nous desmgnons mainte~ant par (E,E) un espace pave, o~ le pavage est 

f 

suppose satisfaire les deux conditions suivantes 

i) il est stable pour (nd) 

ii) !e comp!~mentaire d'un ~l~ment de ~ appartient g__E b 

" " (E,E), " " " les conditions Et on se donne une capacmte ! sur _ ver~flant 

du n.8. Un ensemble E-analytique est dit mince s'il ne peut 

• r  

contenir les elements d'une famille non d~nombrable d'ensembles 

E-analytiques disjoints de capac~te > 0. On d$finit la notion de 

J 

horde comme au n.17, et on a l'analogue du theoreme 18 

22 THEOREME.- Soi____[t $ une horde d'ensembles minces. Pour Qu'un 

ensemble E-analytique A n'appartienne pas ~ ~, il faut et il 

• S  

suffit ~ue A contienne un element de ~ qui n'a~partienne pas a H. 


